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線形合理的期待モデルにおける
サンスポット解の計算方法
ASolution　Method　of　Sunspot　Equilibria　with
　　aLinear　Rational　Expectations　Model
溜　川　健　一
Kenichi　Tamegawa
　近年，マクロ経済学において，動学的一般均衡モデルを用いた分析が増えている。同モデルを解く
（誘導型を求める）際，一次近似を行い線形の合理的期待モデルにすることが多い。線形合理的期待モ
デルにおいては，モデルの解が一意の場合についての解法については，様々なものが開発されている。
しかしながら，モデルは一意の解だけを持つとは限らない。そこで，本稿では，線形の合理的期待モデ
ルにおいて，モデルが複数解（サンスポット解）を持つ場合にも適用できる解法を，Uhlig（1999）に
よる未定係数法を応用して開発する。
1．はじめに
　近年，マクロ経済学において，動学的一般均衡モデルを用いた分析が増えている。同モデルを
解く（誘導型を求める）際，一次近似を行い線形の合理的期待モデルにすることが多い。線形合
理的期待モデルにおいては，モデルの解が一意の場合についての解法については，Blanchard
and　Khan（1980）以降，様々なものが開発されている（’）。しかしながら，モデルは一意の解だ
けを持つとは限らない。そこで，本稿では，線形合理的期待モデルにおいて，モデルが複数解
（サンスポット解）を持つ場合にも適用できる解法を開発する。サンスポット解を持つモデルの
解法については，Sims（2000）をべ一スとしたLubik　and　Schorfheide（2003）がある。ただ
し，本稿での解法は，Uhlig（1999）による未定係数法を応用している点でLubik　and
Schorfheide（2003）とは異なる。未定係数法は，　Uhligによってウェブ上で公開されているコ
ンピュータプログラムを使えばすぐに研究に用いることができる。そのため，本稿で紹介する解
（1）Anderson　and　Moore（1985），Binder　and　Pesaran（1994），King　and　Watson（1998），Uhlig（1999），
　Klein（2000），　Sims（2002）などを参照されたい。なお，　Anderson（2006）では，これらの手法の正確
　　さについてサーベイを行っている。二次近似したモデルの解法については，Schmitt－Groh6　and　Uribe
　　（2004）を参照されたい。
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法も，そのプログラムを流用すればすぐに実用化が可能である。
　本稿の構成は，まず第2節で解法について説明し，第3節では簡単な数値例を紹介する。そし
て，最後に本稿をまとめる。
2．解法について
　状態変数ベクトルをxt∈Rm，跳躍変数ベクトルをyt∈Rn，外生変数ベクトルをZt∈Rκと
する。このとき，以下の線形合理的期待モデルを考える。
　　　　　　　　　　　　　　　Ax，十BコCt＿1十Cyt十DZt＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）
　　　　　　　　　E‘［FXt＋1＋GXt＋HXt－1＋／y，＋1＋Kyt＋LZt＋1＋MZt］＝0　　　　　（2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zt＝NZt－1＋εt　　　　　　　　　　　　　　（3）
ここで，εtはE，（εt＋1）＝0のk次元確率変数ベクトルである。また，期待を含む方程式はZ本
とする。したがって，係数行列A，B，　C，　Dの行数はm＋n－1，　F，　G，　H，」，　K，ム，　Mは1となる。
このとき，最終的に導出したいのはモデル（1），（2），（3）についての誘導型となる以下である。
　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ㌃＝PXt－1－1－QZt　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　9‘＝1～Xt－1十SZt　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）
Uhlig（1999）にあるように，この表現においてはPを求めてしまえば，残りのQ，　R，　Sが決まっ
てくる。Pを求めるにあたり，（3），（4）および（5）を（1）と（2）に代入する。このとき，未定
係数法を用いると，以下のように行列についての2次方程式が得られ，これを解くことでPを
計算できる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　ψP2－rP一θ＝O
　　　　　　　　　　　　　　　　　v≡［趨㌦］
　　　　　　　　　　　　　　　r≡し、狛蓑K、＋A］
　　　　　　　　　　　　　　　　　・・［K。g㌫］
ここで，Ol－n，mは要素がすべてゼロの（1－n）×mの行列，　C＋はCの擬似逆行列と呼ばれるも
ので（C℃）－1Cノで定義される（2）。　CoはCoC＝0となるような行列である。この2次方程式を解
くために，以下の行列を定義する。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　5・£］
（2）擬似逆行列についてはGolub　and　van　Loan（1996）を参照されたい。
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ここで，Imはm×mの単位行列，　O　mはm×mのゼロ行列を示している。次に，5とAに対し
てQZ分解を行うと，
5＝w’ξz
∠＝＝WノδZ
のように分解できる（3）。ここで，WとZはunitary行列である。ξとδは，1　9，，／δ，，　1，　i＝1，．．．，
2mが昇順に並ぶような上三角行列である（4）。　i島ノδ，，1が1を超えるもの（説明の便宜上，
1ξノδ，，1＞1の数をrとする）がm，すなわちr＝mであれば，モデルは鞍点均衡解を持ち，P
を以下の条件から一意に決定することができる（5）。
Z21P＋Z22＝0 （6）
ここで，Z21，　Z22はm×mらのnの部分行列である。しかし，　r＜mであれば，　Pが無数にあ
り解が非決定になる。（6）の観点からすれば，Z21，　Z22がr×m（r＜m）となりPを一意に決定
できないということである。
　r＜mの状態でPを一意に定めるたあ，サンスポットショック9，の存在を仮定する。このと
き，求めるべき誘導型は以下となる。
Xt＝PXt＿1十（PZt十丁ξl
y，＝1～Xt＿1十Sz彦十σ髭
（7）
（8）
畠の次元は（m－r）m／1の数だけ導入できる（6）。したがって，Tはm×（m－r）m／1，　Uはn×
（m－r）m／1の行列となる。なお，サンスポットショックとしてZt－1を考えることもできる。こ
の場合，（7）はARMA表現となる。
　上記の誘導型における係数行列を求めるために，（3），（7），（8）を（1）と（2）に代入する。
代入したものを整理すると，以下が得られる。
（AP十B十α～）Xt－1＋（・4Q十CS十D）Zt＋（AT十Cの9，＝0
　　　　　　（FPP十〇P十H十K1～十ノRP）x，＿1
（9）
（3）QZ分解についてはGolub　and　van　Loan（1996）を参照されたい。
（4）轟およびδiiは，それぞれξおよびδの対角要素を示している。なお，9ii／δiiは一般化固有値と呼ば
　　れている。
（5）詳しくはUhlig（1999）を参照されたい。
（6）　（m－r）m／1が整数にならない場合は，新しい先決変数＝既存の跳躍変数，のようなダミー変数を新
　　たに定義してmを増やして調節すればよい。
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　　　　　十（FPT十〇T十刀ぞT十KU）ξ
十（FPQ十θQ十FQ／V十KS十五十M十ノR　Q）Zt＝0
（682）
（10）
したがって，任意のXt－1，　Zt，9，について（9）と（10）を成立させるためには，以下のような条件
が成立していなければならない。すなわち，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AP十B十CR＝0　　　　　　　　　　　　　　　　（11）
　　　　　　　　　　　　　　　FPI）→－GP一トH一トKI～一トノ1～P＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）
　　　　　　　　　　　　　　　　FI）T十GT十IRT十KU＝0　　　　　　　　　　　　　（13）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AT一トCσ＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）
　　　　　　　　　　　　　（FI）－1－G十ノ1～）Q十FQNI－KS－1－L十M＝0　　　　　　　　　　　　　　　（15）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AQ十CS十D＝0　　　　　　　　　　　　　　　　（16）
これらから，（7）におけるP，Q，　T，（8）におけるR，　S，　Uを決めるために，まず，　TとUは
（14）を満たすようにユーザーが決定するものとする。次に，（11），（12）および（15）からヨ，∠を
計算し，それにQZ分解を適用すると，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z211）十Z22＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）
を得る。この方程式は，r＜mという仮定からr×m本であり，　Pを一意に決めるには，あと
（m－r）×m本の方程式が必要であるが，これについては（13）を用いればよい。したがって，
（13）と（17）からPを以下のように決めることができる。
　　　　　　　vec（P）一一レ⑭繕』＋A）］－1［vec（一講撚σ＋θT）］
ここで，⑭はクロネッカー積，vecは行列を列ベクトル化するオペレーターである⑦。　r＝0の
場合は（17）の表現は得られないため（13）のみでPを定めることになる。したがって，
　　　　　　　　vec（P）一一［T’⑭（F一ノC＋A）］一’vec（－IC＋BT＋κσ＋GT）
である。
（7）例えば，
とすると，
である。
A－m髭］
vec（・）　＝＝
　（683）　　　　　　線形合理的期待モデルにおけるサンスポット解の計算方法　　　　　　　　273
　Rについては，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　R＝－C＋（AP十B）
から得られ，Q，　Sについては以下から得られる。
　　　　　　　　　　　　　　［認］一一レー1［＿潔IM）］
　　　　　　　　　　　v≡［　　　　　4⑭五1＞ノ⑭F十lk⑭（FI）十ノR十G）諭留⑭κ］
本節をまとめると，以下の命題が得られる。
　命　題
　r＜mのとき，モデル（1）が（7），（8）の表現を持つならば，
（・）・≠・の・き・vec・（P）一一欠M拶撫）］一’［vec（一、、雛露。T）］
　　　　r－0のとき，vec（P）一一［T’⑭（F－」C＋A）］一’vec（－fC＋BT＋κσ＋GT）
　　（ti）R＝－C＋（AP十B）
　　㈹［認］一一v－1［＿潔㌔）］
　　　　v≡［　　　　　1，　＆A1＞！⑭F十1，⑭（FP十ノR十G）N’虜留⑭K］
3．数値例
　本節では複数解を持つ簡単な線形合理的期待モデルを考え，前節で紹介した解法を適用する。
まず，xt∈R2，　yt∈R2，　zt∈R1として，以下の変数を設定する。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・、一團
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　yt－［lil］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・、　一團
このとき，以下の線形合理的期待モデルを考える。
　　　　　　　　　　　　　　　∬’－O．95τ1＿1－0．5y2－0．8εt；0
　　　　　　　　　　　　　　　　　0．8運ノ1十y？十〇．5コじ1＿1＝O
　　　　　　　　　　　　　　Et（！ノ’＋1）1－〃’－0．5E，（y3一ト1）一ト0．593＝0
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　　　　　　　　Zt＝0．9　Zt＿1→一εt
上のパラメータの場合，r　＝＝0となり，　m＝2，　Z二1であるから，1つのサンスポットショック
を導入することができる。前節で紹介した方法にしたがって，まずAT＋Cσ＝0をみたすよう
にT（1×1）とU（1×2）を決める。すなわち，
［1］T＋［il51］σ一［1］
を満たすようにTとσを決めなければならない。ここでは，2本の方程式があり，Tとσの要
素が合わせて3つであるから，3つの要素のうち1つを決めると他の要素が決まってくる。
Ul＝1とすると，
　T＝0．5
σ一
m　1－0．8］
P，Q，　R，　Sについては，命題にしたがうと，
　P＝0．144
　Q＝1．393
R－mil劉
・一
m1．185－O．948］
のように得られる。
4．結　語
　本稿では，サンスポットショックを利用して，複数解を持つモデルの解法について紹介した。
そして，その数値例を第3節で紹介した。複数解を持つモデルにも対応できれば，一意の解のみ
を仮定しているSmets　and　Wouter（2003）などで行われている動学的一般均衡モデルのパラ
メータ推定の精度も上がると考えられる。実際Lubik　and　Schorfheide（2004）では，　Lubik
and　Schorfheide（2003）の解法を用いて，複数解の存在も仮定したパラメータ推定が行われて
いる。本稿で紹介した解法も合わせて，この種の研究の発展を期待したい。
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